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Birinci Gun

Bu dersin amaci modiil kavramini tanitmak ve modiillerin vektor uzaylarinin dogal bir genellemesi
oldugunu gostermektir. Bu yaz okulunun genel hedefi, basit modiillerden baglayarak yaribasit
modiillere ve sonunda Wedderburn—Artin Teoremi’'ne ulagmaktur.

Basit Modiiller — YariBasit Modiiller — Artinian Halkalar — Wedderburn—Artin Teoremi

1 Vektor Uzaylarindan Modiillere

Bir vektor uzayinda skalerler bir cisimden gelir. Modiil kavraminda ise skalerlerin bir cisimden
gelmesini istemeyiz; skalerler daha genel olarak bir halkadan gelir. Bu nedenle modiiller, vektor
uzaylarimin halka teorisindeki dogal genellemesidir.

Vektor uzaylarinda dogru olan hangi 6zellikler modiiller i¢in de dogrudur? Hangi
ozellikler artik dogru degildir?

Bu soru modiil teorisinin temel motivasyonlarindan biridir.

Dersimiz boyunca halkalarin birimli oldugunu varsayacagiz.

Tanim 1.1. R bir halka olsun. Bir M abel grubu iizerinde

M xR— M, (m,r) — mr

seklinde bir iglem tanimli olsun.
Asgagidaki kogullar her m,n € M ve her r,s € R i¢in saglaniyorsa M’ye bir saj R-modiil
denir:

1. (m+n)r =mr+nr,



2. m(r+s) = mr +ms,
3. (mr)s =m(rs),
4. mlg =m.

Sag modiillerde skalerler sagdan etki eder. Bu nedenle modiil genellikle Mg seklinde yazilir.
Benzer gekilde sol modiiller de tanimlanabilir.

Tanim 1.2. R bir halka olsun. Bir M abelyen grubu iizerinde

Rx M — M, (rym) — rm

seklinde bir iglem taniml olsun.
Agagidaki kogullar her m,n € M ve her r;s € R igin saglaniyorsa M’ye bir sol R-modiil
denir:

1. r(m+n) =rm+rn,
2. (r+s)m=rm+sm,
3. r(sm) = (rs)m,

4. 1pm =m.

Not 1.3. Eger R degismeli bir halka ise sag ve sol modiil ayrimi ¢ogu durumda ortadan kalkar.
Ancak genel halka teorisinde R degigmeli olmak zorunda degildir. Bu yiizden sag ve sol modiilleri
ayirmak gerekir.

2  Temel Ornekler

Ornek 2.1 (Vektor Uzaylar1). F' bir cisim ve V' bir F-vektor uzay1 olsun. Vektor uzay: aksi-
yomlar: tam olarak V'nin bir F-modiil olmas1 anlamina gelir. Dolayisiyla her vektér uzay: bir
modiildiir. Ancak her modiil bir vektér uzayr degildir; ¢linkii modiillerde skalerler bir cisimden
degil, daha genel bir halkadan gelir.

Ornek 2.2 (Abelyen Gruplar ve Z-Modiiller). A bir abelyen grup olsun.
Her a € A ve n € Z igin

a+---+a (n>0),
na =140 (n=0),
(—a)+--+(~a) (n<0)
seklinde tanimlayalim. Bu iglem ile A bir Z-modiil olur. Dolayisiyla, her abelyen grup dogal olarak

bir Z-modiildiir. Tersine, her Z-modiiliin altinda yatan toplamsal yapi bir abelyen gruptur. Bu
nedenle

Abelyen Gruplar = Z-Modiiller

esitligi gegerlidir.

Not 2.3. Grup teorisinde galigtigimiz bir¢ok nesne aslinda Z-modiil olarak da diigiiniilebilir. Bu
yiizden modiil teorisi, abelyen grup teorisinin dogal bir genellemesi olarak goriilebilir.



Ornek 2.4 (Bir Halkanin Kendi Uzerindeki Modiil Yapist). R bir halka olsun. R kendi {izerinde
sag modiil olarak diigiiniilebilir. Skaler ¢arpimi

a-r:=ar

seklinde tanimlanir. Burada sag taraftaki carpim halka carpimidir.
Bu modiil Ry ile gosterilir.
Benzer gekilde

r-a:=ra
tanimiyla R bir sol modiil de olur ve R ile gosterilir.

Ornek 2.5. (F[z] Uzerinde Modiiller) V bir F-vektor uzay: ve
T:V=V

bir lineer doniisiim olsun. Her polinom igin

f(z) =ap+ a1z + -+ apa”

f(T)=apl +a T+ -+ a,T"

tanimlayalim. Boylece,

f(@) v = f(T)(v)

seklinde bir etki elde edilir. Bu etki altinda V' bir F[z]-modiil olur.
Lineer cebirdeki bir¢ok sonug F'[x]-modiillerinin yapisi olarak yeniden yorumlanabilir.

Not 2.6. Vektor uzaylarinda sifirdan farkli bir vektor, sifirdan farkh bir skaler ile garpildiginda
sifir olamaz. Modiillerde ise bu durum degigebilir.

Tanmim 2.7. M bir R-modiil olsun. Eger sifirdan farkli bir r € R i¢in rm = 0 oluyorsa, m € M
elemanina torsiyon (burulmali) eleman denir.

Ornek 2.8. Z/6Z Z-modiiliinii diisiinelim. 3(2) = 0. Dolayisiyla, 2 bir burulmali elemandir.
Bu durum vektor uzaylarinda asla gergeklegsmez.

Ornek 2.9 (Klein Dértlii Grup Bir Z-Modiil Olarak). Klein doértlii grubu

‘/ZL = {0’ a/’ b7 C}
olsun. Bu grup abelyen oldugundan bir Z-modjiildiir.
Ayrica,
20 =2b=2c=0
olur.

Dolayisiyla sifirdan farkli her eleman burulmalidir. Bagka bir ifadeyle,

Va2 Z/22 & Z)2Z

bir Z-modilidiir.



Ornek 2.10 (Klein Dértlii Grubu Bir Vektor Uzay1 Olarak). Her x € Vj igin Fy = Z/27Z cismi
iizerinde skaler ¢carpimi

0-z=0, l-x==x
seklinde tanimlayalim. Bu tamm ile Vy bir Fo-vektor uzay: olur. Ayrica

Vi={0,a,b,a+ b}
seklinde yazlabilir ve dimg, (V4) = 2 olur. Dolayisiyla,

Vi = (Z/22)? = Fa.

Vi
v N\

Z-modiil Fo-vektor uzayi

Not 2.11. Yukaridaki 6rneklerde goriilldiigi iizere, ayni toplamsal grup farkh halkalar tizerinde
farkli modiiller olarak diisiiniilebilir. Modiil teorisinde yalnizca modiiliin kendisi degil, hangi halka
iizerinde modiil olarak ele alindig1 da 6nemlidir.

Not 2.12. Bir halka homomorfizmasi
p:R—S
verildiginde, bir S-modiilii gogu zaman dogal olarak bir R-modiilii olarak da diigiiniilebilir.
Ornegin
7 — 1]27

halka epimorfizmasi sayesinde her Fa-vektor uzayi ayni zamanda bir Z-modiildiir.

3 AltModiiller

Tanim 3.1. Mg bir sag R-modiil olsun. N C M altkiimesi agagidaki kogullar sagliyorsa N’ye
M’nin bir altmodiili denir:

1. N, M’nin toplamsal altgrubudur.
2. Her n € N ve her r € R igin nr € N’dir.
Bu durumda, Nr < Mg yazariz.
Ornek 3.2. Z bir Z-modiil olarak diisiiniilsiin. Her n € N i¢cin nZ kiimesi Z’nin bir alt modiiliidiir.

Onerme 3.3 (Altmodiil Kriteri). Mg bir modiil ve N C M bos olmayan bir altkiime olsun. N
bir altmodildiir ancak ve ancak her x,y € N ve herr € R i¢cin x —y € N ve xr € N olur.

Ornek 3.4. F bir cisim olsun. F[x] polinom halkas1 kendi {izerinde bir modiildiir. Bu durumda,
<z >={xf(x) | f(x) € F[z]} bir alt modildiir.

Tanmim 3.5. M bir R-modiilii olsun. Eger M = (my, ..., m,) olacak gekilde sonlu sayida eleman
tarafindan tretiliyorsa, M’ye sonlu tretilmis modil denir.

Eger bir m € M i¢cin M = Rm = {rm : r € R} oluyorsa, M’ye devirli modil denir. Bu
durumda, m elemanina M ’nin bir iireteci denir.



Ornek 3.6. Z bir Z-modiil olarak devirlidir.
Gergekten,

7=17-1.
Dolayisiyla 1, Z modiiliintin bir tretecidir.
Ornek 3.7. Z/nZ bir devirli Z-modiildiir, ¢iinkii
Z/nZ7 =17-1.
Ornek 3.8. 72 sonlu iiretilmistir. Gergekten,
7? = ((1,0),(0,1)).
Ancak Z? devirli degildir.

Ornek 3.9 (Bir Matris Modiiliiniin Alt Modiilii). F bir cisim olsun ve

M = Myyo(F)

kiimesini diisiinelim.
Toplama ve skaler carpma iglemleri bilegen bazinda tanimlandigindan M, bir F-vektor uzayi,

dolayisiyla bir F-modiildiir.
a b
v {(5 D) aver)

Simdi
kiimesini ele alalim. N, M’ nin bir alt modiiliidiir.

Gergekten, eger
a b c d
=0 2= o)

A+ B = (a—(l)—c bgd) eN

elemanlar1 N’de ise,

olur.
Ayrica her A € F igin

Aa A\b
AA-(O O)EN

elde edilir.
Dolayisiyla N, toplama ve skaler ¢carpmaya gore kapalidir ve bu nedenle M’nin bir alt mo-
diliidiir.

Onerme 3.10 (Alt Modiillerin Kesigimi ve Toplami). Mp bir sag R-modiil olsun ve { My }aca,
M ’nin alt modiillerinden olusan bir aile olsun.

1. Naea Ma, M nin bir alt modiiliidiir.

2. Y qeaMo = {ma, +---+mq, :n €N, my, € My, }, M nin bir alt modiiliidiir.



Kamit. (1) N = (\,cq Mo olsun. Eger z,y € N ise, her a € A igin z,y € M, olur. Her M, alt
modiil oldugundan x —y € M, olur. Bu her « icin gegerli oldugundan x —y € N elde edilir.
Ayrica, r € R icin, yine her o € A i¢in xzr € M, olur. Dolayisiyla, zr € N’dir.

(2) S =3 pcaMyolsun. 2,y € S alalim. O halde, = mqo, +- - -+mq, vey =mg, +---+mg,
seklinde yazilabilir. Burada her terim ilgili alt modiillerden gelir. O zaman,

I‘—y:mal ++m0¢n_mﬁl __mﬂk
yine bu alt modiillerden gelen sonlu sayida elemanin toplamidir. Dolayisiyla, x —y € S olur.
Ayrica r € R igin
xr = (Mg, + -+ + Mg, )T = Mo, T+ -+ -+ Mg, T

Her M,, alt modiil oldugundan mg,r € M,, elde edilir. Bu nedenle, zr € S olur. O

Not 3.11. > 4 M, kiimesi, tiim M, alt modiillerini igeren en kiigiik alt modiildiir. Bagka bir
ifadeyle, bu toplam | J . 4 Mo kiimesini igeren en kiiciik alt modiildiir.

4 Faktor Modiiller

Alt modiiller, yeni modiiller elde etmemizi saglar.

Tanim 4.1. Mp bir sag R-modiil ve N < M bir alt modiil olsun. M/N boliim grubunu diigii-
nelim:
M/N ={m+ N :me M}.

Bu kiime tizerinde

(m+ N)r:=mr+ N

seklinde bir skaler carpma tanimlanir.
Bu iglem iyi tanimlidir ve M /N bir sag R-modiil olur. Bu modiile M’ nin N ile béliimiinden
elde edilen faktor modil (veya bolim modil) denir.

Ornek 4.2. R[X] modiiliinii diigiinelim ve

P ={f(X) e R[X]: f(0) = 0} = XR[X]

olsun. P, R[X]'in bir alt modiliidiir.
Her polinom

FX)=ao+a X+ +apX"
icin
f(X)—I—P:ao—i-P

olur; ¢iinkii

o X+ +a, X" €P.

Dolayisiyla her koset sabit bir polinom tarafindan temsil edilir.
Bundan

RIX]/P=~R

sonucu elde edilir.



Ornek 4.3. M3(R) modiiliinii diigiinelim ve

a1 0 a3
N = as1 0 ao3 ) : ajj € R
azgr 0 as3

olsun. N, M3(R)’in bir alt modiiliidiir. Bir matrisin N ile béliimiinde yalnizca ikinci siitunu
onemlidir; ¢iinkii birinci ve tigiincii siitunlar N ic¢inde yok edilebilir. Bu nedenle her koset

0 a2 O
0 ags O] +N
0 aga O

seklinde yazlabilir. Dolaysiyla, M3(R)/N
modiild, ikinci stitunlarin olugturdugu modiil ile 6zdeslestirilebilir.
Baska bir ifadeyle, M3(R)/N =2 R? olur.

Tanim 4.4. M bir R-modiili ve N < M 6z altmodiilii olsun. Eger

NCLCM

kosulunu saglayan her alt modiil L i¢cin L = N veya L = M oluyorsa, N’ye M’nin maksimal alt
modild denir.

Ornek 4.5. Z modiiliinii diigiinelim. p asal say1 olsun. pZ altmodiilii maksimaldir.
Altmodiil yapisi miimkiin oldugunca basit olan modiiller 6zel bir 6neme sahiptir.

Tanim 4.6. M # 0 bir R-modiilii olsun. Eger M nin yalmizca 0 ve M altmodiilleri varsa,
M’vye basit modiil denir.

Ornek 4.7. Z/pZ bir basit Z-modiiliidiir.

Teorem 4.8. N < M 6z alt modiilii i¢in asagidakiler denktir:

1. N, M ’nin maksimal alt modilidiir.

2. M/N basit bir modiildiir.

Ornek 4.9. Z/127 modiiliiniin alt modiillerini inceleyelim. Bu modiiliin alt modiilleri
0, ©), @), (), z/122

seklindedir. Burada
(6) ~27/27, (4) ~27/37, (3) = 7Z./A7.
Dolayisiyla (4) ve (3) maksimal alt modiillerdir. Ayrica

(Z)12Z))(3) = /47,  (Z)12Z))(3) = T/3L.

Bu 6rnek maksimal alt modiiller ile basit faktor modiiller arasindaki iligkiyi géstermektedir.



Birinci Giin Alistirmalar:

1. A bir sag ideal ve M bir sag R-modiilii olsun.
(a) A(M)in bilegen bazinda iglemlerle bir R-modiilii oldugunu gosteriniz.
(b) MA={>""  zia; : x; € M, a; € A, n > 1} kiimesinin M nin bir alt modiilii oldugunu
gosteriniz.
(¢) N <M igin (M/N)A = (N + MA)/N esitligini ispatlayimiz.
2. N, sifir olmayan bir M R-modiiliiniin 6z altmodiilii ve x € M \ N olsun. Zorn Lemmasi'n1

kullanarak, N’yi iceren ve z ¢ N’ kogulunu saglayan maksimal bir N’ alt modiiliiniin var
oldugunu gosteriniz.

3. (a) Sonlu iiretilmis olup sonlu iiretilmemis bir altmodiile sahip bir R-modiil érnegi bulunuz.

(b) M sonlu tiretilmis bir R-modiil ve N < M olsun. M /N’nin sonlu iiretilmis oldugunu
gosteriniz.



Tkinci Giin
5 Modil Homomorfizmalari

Vektor uzaylarinda lineer doniigiimler 6nemli bir rol oynar. Modiil teorisinde bunlarin karsilig:
modiill homomorfizmalaridir.

Tanim 5.1. Mg ve N sag R-modiilleri olsun. f : M — N doniistimi her z,y € M ve her r € R
i¢in

flx+y) = f(z) + f(y)

ve

flar) = f(@)r
kosullarii sagliyorsa, f’ye bir modil homomorfizmas: denir.

Tanim 5.2. f: M — N bir R-modiil homomorfizmasi olsun.
1. f 1-1 ise f’ye monomorfizma denir.
Im(f) = N ise f’ye epimorfizma denir.
Hem monomorfizma hem epimorfizma ise f’ye izomorfizma denir.

Eger M = N ise f’ye endomorfizma denir.

AN ol R o

Bir endomorfizma ayni zamanda izomorfizma ise f’ye otomorfizma denir.

Tanim 5.3. f: M — N bir R-modiil homomorfizmas: olsun. ker(f) = {m € M : f(m) = 0}
kiimesine f'nin gekirdegi, Im(f) = {f(m) : m € M} kiimesine ise f’nin goriintiisii denir.

Onerme 5.4. f: M — N bir R-modiil homomorfizmasi olsun. O halde ker(f) < M ve Im(f) <
N olur.

Onerme 5.5. f : M — N bir R-modil homomorfizmasi olsun. O halde f ancak ve ancak
ker(f) = 0 ise injektiftir.

Kanit. Eger f injektif ise ve x € ker(f) ise f(x) = 0 = f(0) oldugundan =z = 0 elde edilir.
Dolayisiyla ker(f) = 0’duir. Tersine, ker(f) = 0 olsun ve f(z) = f(y) olsun. O halde f(x —y) =0
olur. Buradan = — y € ker(f) = 0 elde edilir. Dolayisiyla x = g dir. O]

6 Izomorfizma Teoremleri

Asgagidaki sonuclar grup ve halka teorisindeki izomorfizma teoremlerinin modiil teorisindeki kar-
siliklaridir.

Teorem 6.1 (Birinci [zomorfizma Teoremi). f : M — N bir R-modiil homomorfizmasy olsun. O
halde M/ ker(f) = Im(f).

Kamit. ¢ : M/ ker(f) — Im(f) doéniisiimiinii ¢(m +ker(f)) = f(m) seklinde tanimlayahm. Once
bunun iyi tanimli oldugunu gosterelim. Eger m + ker(f) = m’ +ker(f) ise m —m’ € ker(f) olur.
Dolayisiyla f(m —m’) = 0 ve buradan f(m) = f(m') elde edilir. O halde ¢ iyi tanimhdir.

Simdi ¢’nin homomorfizma oldugunu gérelim. Her m,m’ € M ve r € R i¢in p((m +m') +
Ker(f)) = f(m +m') = f(m) + f(m') = p(m + ker(f)) + g (nt +ker(f)) ve p((m + ker(f))r) =
e(mr + ker(f)) = f(mr) = f(m)r = p(m + ker(f))r olur.

¢ Orten bir doniigimdiir; ¢iinkii Im(f)nin her eleman: zaten bir f(m) bi¢imindedir. Son
olarak ¢(m +ker(f)) = 0 ise f(m) = 0 olur, yani m € ker(f) ve dolayisiyla m + ker(f) = ker(f)
elde edilir. Bu nedenle ker(¢) = 0 ve ¢ birebirdir. Sonug olarak ¢ bir izomorfizmadir. O



Teorem 6.2 (Ikinci Izomorfizm Teoremi). A, B < M olsun. O halde,
(A+ B)/B~= A/(ANB).
Teorem 6.3 (Ugiincii Izomorfizm Teoremi). A < B < M olsun. O halde,
(M/A)/(B/A) = M/B.

Teorem 6.4 (Egleme Teoremi). N < M olsun ven : M — M /N kanonik epimorfizmast verilsin.
O halde M /N ’nin alt modilleri ile N ’yi iceren M alt modiilleri arasinda birebir esleme vardur.
Bu esleme L +— 7= 1(L) ile verilir.

Kamit. L < M/N olsun. O zaman 7~ (L), M nin bir alt modiiliidiir ve ker(r) = N C 7~1(L)dir.
Tersine, N C K < M ise K/N ={k+ N : k € K}, M/N’nin bir alt modiiliidiir.

Simdi bu iki iglemin birbirinin tersi oldugunu gésterelim. Eger N C K < M ise 7 (K/N) =
K’dir. Gergekten, m € = 1(K/N) ise m + N = k + N olacak sekilde bir k € K vardir. Buradan
m —k € N C K elde edilir; dolaysiyla m € K.

Ote yandan L < M/N ise m(7~ (L)) = L oldugundan 7~ 1(L)/N = L elde edilir. Sonug
olarak L + 7 !(L) ve K — K/N doniigiimleri birbirinin tersidir ve istenen birebir eslemeyi
verir. O

Tanim 6.5. M ve N iki R-modiil olsun. M’den N’ye tiim modiil homomorfizmalarinin kiimesi
Hompg(M, N)

ile gosterilir.

Onerme 6.6. Hompg(M, N) noktasal toplama altinda bir abelyen gruptur.

Teorem 6.7. N < M 0z altmodili olsun.

N maksimal <= M/N basit.

Kamit. Egleme Teoremi'ne gore N'yi igeren alt modiiller ile M/N’nin alt modiilleri arasinda
birebir egleme vardir. Dolayisiyla N ile M arasinda bagka alt modiil bulunmamasi, M /N’ nin
yalnizca 0 ve kendisine sahip olmas ile denktir. O

Ornek 6.8. f:7Z — Zg, f(n) = n doniisiimiinii ele alalim. Bu déniisiim siirjektiftir ve

ker(f) = 6Z.
Birinci Izomorfizma Teoremi’'ne gore
Z[ker(f) = Im(f),
dolayisiyla
7)67 = Zg.

Bu 6rnek Birinci Izomorfizma Teoremi’nin en temel uygulamasidir.
Ornek 6.9. A =47 ve B = 6Z olsun. O halde
A+ B =27, ANB=12Z.
Ikinci Izomorfizma Teoremi’ne gore
(A+ B)/B= A/(ANB).
Gergekten,
(2Z)/(6Z) = 7./3Z, (47)/(12Z) = 7./ 37Z.
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7 Devirli Modiller

Tanim 7.1. M bir R-modiili olsun. Eger bir m € M i¢in M = mR = {mr : r € R} oluyorsa,
M’ye devirli modiil denir. Bu durumda m elemanina M nin bir tireteci denir.

Ornek 7.2. Z, Z iizerinde devirli bir modiildiir; ¢iinkii Z = Z - 1.

Ornek 7.3. Z/nZ, Z iizerinde devirli bir modiildiir; ¢iinkii Z/nZ = Z - 1.

Ornek 7.4. Her halka kendi {izerinde bir devirli sag modiildiir. Gercekten, Rz = R - 1'dir.
Onerme 7.5. Her basit modiil devirlidir.

Kamit. M basit bir modill ve 0 # m € M olsun. O halde, mR, M’nin sifir olmayan bir alt
modiiliidiir. Basitlikten mR = M elde edilir. Dolayisiyla, M devirlidir. O

Bir devirli modiiliin yapisini anlamak i¢in, tireteci sifira gonderen skalerleri incelemek gerekir.

Tanim 7.6. M bir R-modiil ve m € M olsun.
Ann(m) = {r € R: mr =0}
kiimesine m elemaninin sifirlayani (annihilator) denir.

Ornek 7.7. Z/67 modiiliinde

Ann(1) = 6Z.
Daha genel olarak, B
Ann(1) =nZ
olur.
Onerme 7.8. Ann(m), R’nin bir sag idealidir.
Kanit. Alt grup kriteri ve m(ar) = (ma)r 6zelligi kullanilir. O

Teorem 7.9. M = mR bir devirli modiili i¢in
M = R/ Ann(m)
olur.

Kanat.
p:R—> M, o(r) =mr

doniigiimiini tanmimlayalim. ¢ bir modiil homomorfizmasidir ve M = mR oldugundan ortendir.
Ayrica,
ker(¢) = Ann(m).

Birinci Izomorfizm Teoremi’nden
R/ Ann(m) = M

elde edilir. m

Sonug 7.10. Her basit R-modiil, R/I bigimindedir; burada I, R'nin bir maksimal sag idealidir.
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8 Direkt Carpimlar ve Direkt Toplamlar

Tanim 8.1. {M,},ca sag R-modiillerinden olusan bir aile olsun. Kartezyen ¢arpim
[ M.
a€cA

iizerinde toplama ve skaler carpma bilegsen bazinda tamimlanir. Bu yapr ile elde edilen modiile
modiillerin direkt ¢arpimi denir.

Tanim 8.2. {M, },ca sag R-modiillerinden olugan bir aile olsun. Direkt ¢arpimin yalnizca sonlu
saylda bileseni sifirdan farkli olan elemanlarindan olusan alt modiililne modiillerin (dis) direkt

toplami denir ve
D M.
acA
ile gosterilir.
Not 8.3. Eger indeks kiimesi sonlu ise direkt ¢arpim ve dig direkt toplam cakigir:
My x---xXM,=M &---& M,.

Sonsuz durumda ise genel olarak

P M. ¢ [] M.

acA a€A

Ornek 8.4. D,,cn Z modiiliiniin elemanlar1 yalnizca sonlu sayida bileseni sifirdan farkli olan
dizilerdir. Buna karsiik (1,1,1,...) € [[,,cxZ iken (1,1,1,...) & @,y Z'dir.

Tanmim 8.5. Ny,..., Ny < M olsun. Bu alt modiillerin toplami
Ni+---+ Ny={ni+---+n:n; € Ni}
seklinde tanimlanir.

Tanim 8.6. M = N; +---+ N; olsun. Eger her ¢ i¢in N; N Z#i N; = 0 ise bu toplama i¢ direkt
toplam denir ve

seklinde yazilir.

Onerme 8.7. M = Ny + --- + N; olsun. O zaman, M = N1 ® --- ® Ny ancak ve ancak her
m € M elemant
m=mny+---+n, n; € N,

biciminde tek tiurld yazilabilir.

Teorem 8.8. M = N1 @ --- D N; olsun. O halde,
MZN; @D Ny,
burada sag taraftaki toplam dis direkt toplamdar.

Kanit. ¢ : N1 ® - ® Ny = M, p(n1,...,ny) =nyg + -+ + ny ile tanimlansin. I¢ direkt toplam
varsayimindan dolay1 ¢ hem birebir hem de 6rtendir. O

Ornek 8.9. V bir F-vektor uzay1 ve B = {v;}ics bir bazi olsun. O halde

V:@Fvl

il

Gergekten, her vektor baz elemanlarinin sonlu bir lineer kombinasyonu olarak tek tiirlii yazilir.
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Ornek 8.10.
Z)6Z =7/27 & 7]37.

Daha genel olarak, (s,t) =1 ve n = st ise
Z/nZ = 71]sT® ZL]tL.
Bu sonu¢ Cin Kalan Teoremi’nin bir uygulamasidir.

Ornek 8.11. Her k > 0 i¢in Ry, = {aX* : a € R} olsun. O halde

R[X] = é Ry.
k=0

Ornek 8.12. M, (R) modiilii i¢in
My (R) = r1(R) ®--- ®7rn(R)

ve

Mp(R) = c1(R) ® -+ ® ca(R)

olur. Burada r;(R) ve ¢;(R) sirasiyla yalnizca i’inci satir1 ve yalnizea 4’inci siitunu sifirdan farkh
olan matrislerden olugan alt modiillerdir.

“‘latex
Not 8.13. Dis direkt toplam € 4 My, her a € A icin dogal gémiilmeler
i+ Mo — @5 M
acA

ile birlikte agagidaki evrensel 6zelligi saglar: Her modiil NV ve her homomorfizma ailesi f,, : M, —
N icin diyagrami degismeli yapan tek bir

f@PMo— N
acA

homomorfizmasi vardir.
i
M, — @ae A M,

5
N

fa

Bagka bir deyisle, her « i¢in f o i, = f, olur ve bu 6zelligi saglayan f tektir.

Not 8.14. Direkt ¢arpim [[,c 4 Ma, her a € A igin dogal izdiisiimler py : [[,c g Mo — My ile
birlikte su evrensel 6zelligi saglar: Her modiil N ve her homomorfizma ailesi f, : N — M, i¢in
Pa © f = fo kosulunu saglayan tek bir homomorfizma f: N — [],c 4 Mo vardir.

2N
HaEAMa — M,

Onerme 8.15. M = My & M, olsun. O halde,

M/My =M, ve  M/M,= M.
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Kanit. ¢ : My & My — My doniigiimiinii
w(mi1 +ma) = my

ile tamimlayalim. Bu bir siirjektif modiil homomorfizmasidir ve

ker(yp) = M;.
Birinci Izomorfizm Teoreminden
M /M, = M,
elde edilir. Diger izomorfizm benzer gekilde gosterilir. O

Tamim 8.16. M bir R-modiili olsun. M’den kendisine tiim modiil homomorfizmalarimin kiimesi
Endr(M) = Homp(M, M)

ile gosterilir ve fonksiyonlarin toplanmasi ile bilegkesi altinda bir halka olusturur. Bu halkaya
M’nin endomorfizma halkas1 denir.

Lemma 8.17 (Schur). M ve N basit R-modiilleri olsun. Eger
f:M— N
sifir olmayan bir modiil homomorfizmast ise, f bir izomorfizmadar.

Kanat. ker(f), M’nin bir alt modiiliidiir. M basit oldugundan ker(f) = 0 veya ker(f) = M olur.
f # 0 oldugundan ker(f) # M ve dolayisiyla ker(f) = 0’dir. Béylece f injektiftir. Ote yandan
Im(f), N’nin sifir olmayan bir altmodiilidiir. N basit oldugundan Im(f) = N olur. Dolayisiyla,
f stirjektiftir. O

Teorem 8.18. M basit bir R-modili ise Endg(M) bir bolimli halkador.

Kanat. Schur Lemmasi’na gore her sifir olmayan endomorfizma bir otomorfizmadir. Dolayisiyla
Endpr(M) halkasinda sifirdan farklh her elemanin ¢arpimsal tersi vardir. Bu nedenle Endg(M)
bir boliimli halkadir. O

Ornek 8.19. M = Z/pZ olsun. Her Z-modiil endomorfizmasi
f)=a

ile belirlenir. Bu nedenle
Endz(Z/pZ) = T,,.

Ikinci Giin Aligtirmalar

1. M bir R-modil ve I, R'nin MI = 0 kogulunu saglayan bir ideali olsun. Bu durumda
M, x(a+ I) = za islemiyle bir R/I-modiil olur. (a) M nin R-modiil olarak alt modiilleri
ile R/I-modiil olarak alt modiilleri arasinda birebir esleme oldugunu gosteriniz. (b) N de
NI = 0 kogulunu saglayan bir R-modil ise, f : M — N doniigiimiiniin R-lineer olmasi
ancak ve ancak R/I-lineer olmasi ile denktir.

2. {Ma}aen bir R-modiil ailesi ve N bir R-modiilii olsun. Evrensel 6zelligi kullanarak, aga-
gidaki abel grup izomorfizmalarini gosteriniz:

(a) Hompg (@ pea Ma, N) = [[,en Homp(Mg, N).
(b) Hompg (N, [T,en Ma) = [1,en Homg(N, M,).
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3. R bir halka olsun. ki ideal I; ve Iy icin I1 + I» = R ise bu ideallere comaximal denir.

(a) I1 ve Iy comaximal ise [1Io = Iy N I3 oldugunu ve R/I1Io = R/(I1N12) 2 R/ ® R/I5
izomorfizmasin gosteriniz. lpucu: f : R — R/l ® R/Is, f(a) = (a+1I1,a+I5) doniisiimiinii
kullanimiz.

(b) {I;}7-, ikiser ikiser comaximal ideallerden olusan bir aile ise I1 I3 - - - I, = I1NIxN---N1,,
ve R/(I11y--- 1) = R/, i = @), R/I; oldugunu gosteriniz.

(c¢) Bu sonucu kullanarak Z/6Z = Z/2Z & Z/3Z izomorfizmasimni dogrulayiniz.
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Uciincii Giin
9 Serbest (Free) Modiiller

Tanim 9.1. M bir R-modiili ve X C M olsun. Eger x1ry + - - - + x,,7, = 0 esitliginden daima
ry = --- =1, = 0 sonucu ¢ikiyorsa, X kiimesine dogrusal bagimsiz denir.

M:ZxR

rzeX

Tanim 9.2. X C M olsun. Eger

ise X kiimesine M’yi iireten kiime denir.
Tanim 9.3. Hem dogrusal bagimsiz hem de iireten bir kiimeye taban denir.
Tanim 9.4. Tabani olan modiillere serbest (free) modiil denir.
Ornek 9.5. Ry bir serbest modiildiir. Gergekten, {1} kiimesi R igin bir tabandir.
Ornek 9.6. R" bir serbest modiildiir. Standart taban

er=(1,0,...,0), es=(0,1,...,0), ..., en=(0,...,0,1)
tarafindan tretilir.

Ornek 9.7. V bir F-vektor uzay1 ve B = {v;}ier bir tabani olsun. O zaman,

V:@Fi}l

el
olur. Dolayisiyla, her vektor uzay: bir serbest modiildiir.

Ornek 9.8. M, (R) sag R-modiilii serbesttir. Bir tabani, matris birimleri kiimesi {F;; : 1 < 14,5 <
n}’dir. Burada E;j, (i, 7)-girdisi 1 ve diger girdileri 0 olan matristir. Ornegin (a;;) € Ma(R) igin
(aij) = Fh1a11 + Ehsa19 + Eo1ao1 + Eosasgs olur. Dolaylslyla Mn(R), n? elemanli bir tabana sahip
serbest bir R-modildiir.

Ornek 9.9. Z/nZ, R = Z iizerinde, M = Z/27 (veya n > 1 olmak iizere herhangi bir Z/nZ)
boliim modiiliinii ele alalm. M modiilii, eleman olarak {0,1} kiimesinden olugur ve 1 elemani
modiilii iiretir. Ancak 1 lineer bagimsiz degildir. Z halkasindan sifirdan farkh bir skaler olan 2
ile carptigimizda sonug¢ modiiliin sifir elemanini verir:

2.-1=0

Sifirdan farkh bir skaler ile garpildiginda sifir sonucunu veren bir eleman (burulma elemani)
lineer bagimsiz olamaz. Modiil i¢inde lineer bagimsiz hicbir bog olmayan kiime kurulamayacag:
icin M’nin bir taban1 yoktur. Dolayisiyla, serbest degildir.

Ornek 9.10. R = Z halkasi iizerinde, rasyonel sayilar M = Q modiiliinii diisiinelim. Bu mo-
diilde sifirdan farkli hicbir rasyonel sayinin, sifirdan farkli bir tam sayiyla carpimi sifir etmez
(yani burulmali elemanm yoktur). Ancak Q modiilii de serbest degildir.Neden serbest degildir? Q
icindeki herhangi iki rasyonel say1, Z iizerinde her zaman lineer bagimhidir. Ornegin, 7 ve 5 gibi
iki eleman igin skaler katsayilar kullanilarak su esitlik her zaman yazilabilir:
a c
be) - = + (—ad) - = =
(be) - + (—ad) - -
Herhangi iki eleman lineer bagimli olduguna gore, eger Q'nun bir tabani olsaydi, bu taban en
fazla tek bir elemandan (diyelim ki g) olusmak zorunda kalirdi. Fakat hicbir tek rasyonel sayi,

0

sadece tam say1 katlari alinarak biitiin rasyonel sayilar1 (6rnegin 2% elemanini) tiretemez. Gegerli
bir tabani olmadig: i¢cin Q modiilii serbest degildir.
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Onerme 9.11. {za}aen, bir R-modili M 'nin bir altkiimesi olsun. Asagidaki kosullar denktir:
(1) {za}aca, M igin bir tabandur.
(2) {xataca, M nin maksimal dogrusal bagimsiz altkiimesi ve minimal trete¢ kiimesidir.

Kanat. Once {4 }aca bir taban olsun. Bu kiime tanim geregi dogrusal bagimsizdir ve M’yi iire-
tir. Eger bu kiimeye y ¢ {xq}aca eklersek, y baz elemanlarmin sonlu bir lineer kombinasyonu
olarak yazilir; dolayisiyla yeni kiime dogrusal bagimsiz olamaz. Bu nedenle baz kiimesi maksi-
mal dogrusal bagimsizdir. Ayrica bazdan herhangi bir zz cikarilirsa, x3 kalan elemanlarin lineer
kombinasyonu olarak yazilamaz; aksi halde bazin dogrusal bagimsizligi bozulurdu. Bu yiizden
baz minimal {irete¢ kiimesidir.

Tersine, {Z4}aea maksimal dogrusal bagimsiz ve minimal tirete¢ kiimesi olsun. Minimal
iirete¢ kiimesi oldugundan M’yi iiretir; maksimal dogrusal bagimsiz oldugundan da dogrusal
bagimsizdir. Dolayisiyla {x4 }aeca hem tireten hem dogrusal bagimsizdir, yani M igin bir tabandir.

O

Onerme 9.12. {Za}taea, bir R-modili M 'nin bir altkimesi olsun. Asagidaki kosullar denktir:
(1) {xataca, M i¢in bir tabandur.
(2) Her x € M elemanm x = ) cx Tala bigiminde tek tirli yazlr; burada hemen hemen
tim a € A igin aq = 0 dar.

(3) M = @ cn Ta R dir.

Kanat. (1) = (2): {xa}taca bir baz ise M’yi iiretir; dolayisiyla her z € M sonlu bir toplam
olarak = ) A Talq bigiminde yazilir. Eger = ) A Taba baska bir yazils ise, ¢ikararak
Y aea Talta — ba) = 0 elde ederiz. Dogrusal bagimsizliktan a, — be = 0 olur; yani an = bq.

(2) = (1): Her eleman bdyle yazilabildigi i¢in {4 }aeca, M’yi iiretir. Ayrica ) oA Tala =0
olsun. Sifir elemani ayni1 zamanda tiim katsayilar1 0 olan toplamla yazilir. Yaziligin tekliginden
biitiin a, = 0 olur. Dolayisiyla {x4}aeca dogrusal bagimsizdir ve bu nedenle bazdir.

(2) & (3): M = @, ca ol olmasi, tam olarak her € M elemaninin z, R alt modiillerinden
gelen sonlu sayida elemanin toplami olarak ve tek tiirlii yazilmasi demektir. Bu da (2)’deki
ifadeyle aymdir. O

Sonug 9.13. Bir R-modiil F' serbesttir ancak ve ancak bir A kiimesi i¢in F' = R(®) olur.

Kanit. Once F serbest olsun ve tabani {4 }aca olsun. O zaman, F = D.ca ol olur. Her o
i¢in 4R = R oldugundan FF = @ .\ R = R®) elde edilir.

Tersine, F' = R®) olsun. R®) modiiliiniin standart baz {€a}aen’dir. Bir izomorfizma altinda
tabanin goriintiisii yine bir taban olacagindan F' iatenen saglanir. O

Ornek 9.14. 27 modiiliinii ele alahm. Her eleman
2Zn=mn-2
seklinde yazilabilir ve bu gosterim tektir. Dolayisiyla
27 = (2)
olur ve {2} kiimesi bir tabandir. Sonug olarak, 27 serbest bir Z-modiiliidiir.

Ornek 9.15. Asagidaki tablo bazi Z-modiillerinin serbest olup olmadigim 6zetlemektedir:

M | Serbest?
Z Evet
27, Evet
7> Evet
Z/2Z7 | Hayir
Q Hayir
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Onerme 9.16. F taban: {Za}aen olan serbest bir R-modil olsun.
(1) Eger f,g : F — M R-homomorfizmalar ve her a € A igin f(x4) = g(xa) ise f = g olur.
(2) Eger h : {zq}aecan — M herhangi bir fonksiyon ise, her a € A i¢in g(xo) = h(zq) olacak
sekilde tek bir R-homomorfizmasy g : F' — M vardar.

Kamt. (1) Her x € F tek tiirlii olarak © = ) A TaGo biciminde yazilir. O halde f(z) =

Yoaea f(@a)aa =D cn 9(Za)aa = g(x) olur. Dolaysiyla f = g.

(2) Her x € F tek tiirlii olarak x = ) - A Zaaq biciminde yazildigindan g(x) = > ca h(2a)0a
tanimlayalim. Yazilig tek tiirli oldugu igin g iyi tamimlidir. Dogrudan kontrol ile g bir R-
homomorfizmasidir ve her « igin g(x,) = h(x,) olur. Teklik (1)’den gelir. O

Onerme 9.17. Her R-modiil M, bir serbest R-modiiliin homomorfik gorintisidir. Ayrica M
sonlu tretilmis ise bu serbest modiil sonlu tretilmis secilebilir.

Kanit. M’nin bir {ireteg kiimesini {mq, }aea ile gosterelim ve free modiil F' = R®) olsun. F’nin
standart bazini {eq }aca ile gosterelim. Onerme geregince, e, — my, fonksiyonu tek bir R-
homomorfizmasima genisgler: ¢ : FF — M. Agkga Im(p) = M oldugundan ¢ siirjektiftir. Eger M
sonlu {iretilmis ise A sonlu secilebilir; bu durumda F = R(®) sonlu iiretilmis free modiildiir. O

Ornek 9.18. M = @y Z olsun. O halde M = M @ M olur. Eger R = Endz(M) almirsa,
R = Homy (M, M) = Homz (M, M & M) = Homz(M, M) ® Homz(M,M) = R® R

olur. Dolayisiyla, R modiilii hem bir elemanli bir baza hem de iki elemanli bir baza sahiptir. Bu
ornek, genel halkalar tizerinde free modiillerde baz kardinalitesinin her zaman tek tiirlii belirlen-
medigini gosterir.

Not 9.19. Bu nedenle, vektor uzaylarinin aksine, genel modiillerde “boyut” kavrami dikkatli ele
alinmalidir. Taban kardinalitesinin iyi tanimli oldugu halkalar invariant basis number 6zelligiyle
incelenir.

Uciincii Giin Alistirmalar:

1. (a) V, bir boliimlii halka D iizerinde bir vektor uzay: ve Uy < V olsun. V = U; @ U; olacak
sekilde bir altuzay Us bulundugunu gosteriniz. Buradan her altuzayin bir dik toplanan
oldugu sonucunu ¢ikariniz.

(b) Serbest bir R-modiiliin bir altmodiiliiniin serbest olmak zorunda olmadigim bir 6rnekle
gosteriniz.

(c) (a)’daki sonucun serbest R-modiiller igin gegerli olmadigim bir 6rnekle gosteriniz.

2. F serbest bir R-modiil olsun. Agagidaki diyagramda g : M; — My bir epimorfizma ol-
mak tizere diyagrami degigmeli yapan bir R-homomorfizmas: h : ' — M; bulundugunu
gosteriniz:

F
h 7
Ll
g

M]_T>M2

3. (a) Eger F} ve F; serbest R-modiiller ise F; X Fy'nin de serbest oldugunu gosteriniz.

(b) Eger {Fy}aea serbest R-modiillerden olugan bir aile ise @, Fo modiiliiniin de ser-
best oldugunu gosteriniz.
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Dordiincu Gun

10 Socle ve Yaribasit Modiller

Tanim 10.1. M bir R-modiilii olsun. M’nin biitiin basit alt modiillerinin toplamina M nin
socle’1 denir ve Soc(M) ile gosterilir. Yani, Soc(M) = > {S < M : S basit alt modiil}.

Onerme 10.2. Soc(M), M "nin biitiin basit alt modiillerini iceren en biiyiik yary basit alt modii-
liddir.

Kanat. Tanim geregi Soc(M), M’nin biitiin basit alt modiillerini igerir. Ayrica basit alt modiil-
lerin toplami oldugundan yari basittir. Eger N < M yar basit ise IV basit alt modiillerin topla-
mudir; bu basit alt modiillerin her biri M nin de basit alt modiiliidiir. Dolayisiyla N < Soc(M)
olur. O

Onerme 10.3. Eger Soc(M) # 0 ise Soc(M), M 'nin basit alt modiillerinden olusan bir alt
ailenin direkt toplamadur. Ayrica her f : M — M endomorfizmasi i¢in f(Soc(M)) < Soc(M)
olur; yani Soc(M) her endomorfizma altinda degismezdir.

Kanit. {Sa}aea, M nin biitiin basit altmodiillerinin ailesi olsun. Tanim geregi Soc(M) = 3 . So/dir.
Bu aile iginden toplami direkt olan alt aileleri ele alalim. Bu tiir aileler bog degildir; ¢iinkii tek
bir basit alt modiilden olusan aile direkt toplam verir. Zorn Lemmasi ile toplami direkt olan
maksimal bir alt aile segelim ve bunu {Sq }aer ile gosterelim. Eger > . So # Soc(M) ise, I'
diginda bir basit alt modiil Sz bu toplamin i¢inde degildir. Bu durumda Sg N} " o So = 0 olur;
clinkii S basittir. Dolayisiyla Sg+3 o So yine direkt toplamdir. Bu, I'nin maksimal segimiyle
celisir. O halde Soc(M) = @, Sa olur.

Simdi f : M — M bir endomorfizma olsun. Eger S < M basit ise f(S) ya 0’dir ya da
S’nin homomorfik goriintiisii olarak basittir. Bu nedenle f(S) < Soc(M) olur. Socle basit alt
modiillerin toplami oldugundan f(Soc(M)) < Soc(M) elde edilir. O

Ornek 10.4. Soc(Z) = 0’dir. Ciinkii Z'nin sifirdan farkli basit alt modiilii yoktur.

Ornek 10.5. V bir F-vektor uzay: ise Soc(V) = V olur. Giinkii V, tek boyutlu alt uzaylarinin
toplamudir.

Ornek 10.6. Soc(Z/6Z) = Z/6Z olur. Cercekten, Z/6Z = 7,/27. @& 7./37 ve her iki bilesen de
basit Z-modiildiir.

Tanim 10.7. Bir R-modiilit M i¢in M = Soc(M) ise M’ye yaribasit modiil denir.

Ornek 10.8. D bir boliimlii halka olsun. M = D x D modiiliinii bilesen bazinda toplama ve
sagdan D-carpimu ile diigiinelim. O zaman D x 0 ve 0 X D basit alt modiillerdir ve M = (D x 0)®
(0 x D) olur. Dolayisiyla M yar1 basit bir D-modiildiir. Daha genel olarak D™ = Dey @ - - - @ De,,
yazilir ve D™ yar1 basittir.

Ornek 10.9. D bir béliimlii halka olsun. M, (D) matris halkas: basit bir halkadir. Ayrica sag
M,,(D)-modiil olarak M, (D) =ri(D)®---®r,(D) seklinde yazilir; burada r;(D) yalnizca 7’inci
satir1 sifirdan farkli olabilen matrislerden olusur. Benzer bigimde sol modiil olarak M, (D) =
c1(D)® - @ cny(D) olur; burada ¢;(D) yalmzca i’inci siitunu sifirdan farkli olabilen matrislerden
olugur. Bu alt modiiller minimaldir. Dolayisiyla M,, (D) hem sag hem sol yaribasit bir halkadur.

Onerme 10.10. Bir modiil yarbasittir ancak ve ancak basit altmodillerinin toplamadar.

Kanat. Bu dogrudan tamimdan gelir. Gergekten, M yaribasit ise M = Soc(M) olur ve Soc(M)
basit alt modiillerin toplamidir. Tersine, M basit alt modiillerin toplami ise M = Soc(M) olur.
O
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Lemma 10.11 (Modiilerite Kurali). A, B,C < M olsun ve A < C varsayalim. O halde
(A+B)NnC=A+(BnC(C)
olur.

Kanit. Once A + (BN C) C (A+ B) N C oldugu agiktir. Gergekten, a € A ve x € BN C
ise a +x € A+ B olur; ayrica A < C ve x € C oldugundan a + x € C elde edilir. Tersine,
y € (A+ B)NC olsun. O halde y = a + b olacak sekilde a € A ve b € B vardir. Ayrica y € C ve
a € A< C oldugundan b =y —a € C olur. Boylecebe BNCvey=a+be A+ (BNC) elde
edilir. O

Lemma 10.12. M bir R-modili olsun ve M 'nin her alt modili M 'nin bir direkt toplanans
olsun. O halde M ’nin her alt modili de aymi dzellige sahiptir; yani N < M ise N ’nin her
altmodiili N ’nin bir dik toplananidar.

Kanit. N < M ve Ni < N olsun. Varsayim geregi N1, M'nin bir dik toplananidir; yani bir
Ny < M igin M = Ny @ Ny olur. Simdi N = NN M = NN (Ny @& Ny) yazihir. Modiileriteden,
N = N1 @ (N N N3) elde edilir. Dolayisiyla N1, N’nin bir dik toplananidir. O

Teorem 10.13. Bir R-modili M i¢in asagidaki kosullar denktir:
(1) M yaribasittir.
(2) M basit modillerin direkt toplamadur.
(3) M 'nin her altmodiili bir dik toplananidur.

Kamt. (1) = (2): M = Soc(M) oldugundan M basit alt modiillerinin toplamidir. Bu toplam
icinden Zorn Lemmas: ile maksimal bagimsiz bir basit alt modiil ailesi secilir. Bu ailenin direkt
toplami T" olsun. Eger T' # M ise M /T iginde sifirdan farkh basit bir alt modiil vardir; bunun
ters gorlintiisii 7"yi diizgiin genisletir ve maksimaliteyle celigir. Dolayisiyla M basit modiillerin
direkt toplamidir.

(2) = (3): M = @ c 4 Sa ve her S, basit olsun. N < M alalim. N yar1 basittir; dolayisiyla
N de basit modiillerin direkt toplamidir. N’'nin bir direkt toplam ayrisimini, M igindeki basit
bilesenlerle birlikte maksimal bagimsiz bir aileye genisletiriz. Bu geniglemenin kalan kismi K
olsun. O halde M = N & K olur.

(3) = (1): Her alt modiil direkt toplayan olsun. Eger M yar1 basit degilse Soc(M) # M
olur. O halde Soc(M) bir direkt toplayandir; M = Soc(M) @& K ve K # 0 yazilir. K iginde bir
basit alt modiil varsa bu alt modiil M nin socle’1 i¢inde olmalidir; bu da K N Soc(M) = 0 ile
geligir. Dolayisiyla K basit alt modiil igermez. Ancak K # 0 ve her alt modiilii direkt toplayan
oldugundan, 0 # k € K i¢in kR iginde maksimal bir alt modiil alinarak basit bir faktor elde
edilir; bu faktoriin ayrismas: K iginde basit alt modiil verir. Celigki. Bu nedenle M = Soc(M)
ve M yar1 basittir. O

Sonug 10.14. Yaribasit bir modiiliin her faktér modiilii yaribasittir.

Kanat. M yar1 basit ve N < M olsun. Teoreme gére M = N & K olacak sekilde K < M vardir.
O halde M/N = K olur. K yaribasit oldugundan M /N de yaribasittir. O

Ornek 10.15. M = Z/p*Z olsun. M'nin tek basit alt modiilii
PL[p°L

oldugundan
Soc(M) = pZ/p*7 = 7./ pZ.

Dolayisiyla,
Soc(M) # 0, Soc(M) # M.

Bu nedenle M yaribasit degildir.
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Ornek 10.16. M = Z/6Z olsun. Qin Kalan Teoremi’'ne gore
M =727 ©7/37.

Her iki bilesen de basit oldugundan
Soc(M) = M.

Dolayisiyla M yar1 basittir. Ancak M basit degildir; ¢linkii sifirdan farkli uygun alt modiillere
sahiptir. Bu 6rnek basit modiil ile yar1 basit modiil arasindaki fark: géstermektedir.

Ornek 10.17. M = Z/127Z olsun. Bu modiiliin basit altmodiilleri
(6) 2 7Z/27Z, (4) 2 7/37

oldugundan
Soc(M) = (6) + (4).

Bu toplamin mertebesi 6 oldugundan
Soc(Z/12Z) = (2) 2 Z/6Z.

Dolayisiyla socle sifirdan farklidir ancak tiim modiil degildir.

Dordiincii Giin Aligtirmalar:

1. Bir R-modiilii M nin yar1 basit oldugunu ve
V- @s.
a€A

seklinde basit modiillerin direkt toplami olarak yazildigini varsayalim. Gosteriniz ki M
sonlu iiretilmigtir ancak ve ancak sonlu sayida basit modiiliin direkt toplamidir.
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Besinci Giin
11 Artin ve Noether Modiller

Tanim 11.1. Bir R-modil M’nin her artan altmodil zinciri
My € My € Mg C ---

sonlu adimda duruyorsa Noether denir.
M’nin her azalan altmodiil zinciri

My 2> My 2 Mg 2 -

sonlu adimda duruyorsa Artin denir.
Bagka bir ifadeyle, Noether modiiller artan zincir kogulunu (ACC), Artin modiiller ise azalan
zincir kogulunu (DCC) saglar.

Ornek 11.2. Z, Z-modiilii olarak Noetherdir, ancak Artin degildir.
7Z modiliniin Artin olmadigim gosterelim. Bunun i¢in sonlu adimda durmayan bir azalan
altmodiil zinciri bulmak yeterlidir. Gergekten,

7222222722372 ---
zinciri sonsuza kadar devam eder. Dolayisiyla, Z Artin degildir.

Ote yandan her altmodiil nZ biciminde oldugundan ve Z tek bir eleman tarafindan iiretildi-
ginden Z Noetherdir. Aslinda, tiim temel ideal bolgeleri Noetherdir.

Ornek 11.3. Z/p"Z modiiliiniin biitiin alt modiilleri

0Cp" 'Z/p"ZC - CpL/p"L C L[p"L
zincirinde yer alir. Bu nedenle Z/p"7Z hem Artinian hem Noetherian’dir.
Ornek 11.4. Z/nZ hem Artinian hem Noetherian’dir.

Ornek 11.5. D bir boliimlii halka ve V' bir D-vektor uzay: olsun.
Eger dimp(V) = n < oo ise V' Noetherdir. Gergekten,

VicV,CVzC---
bir artan alt uzay zinciri igin
dimp (V1) < dimp(Va) < dimp(V3) <--- <n

olur. Boyut en fazla n olabileceginden zincir sonlu adimda durur.

Ote yandan dimp (V) = oo ise V Noether degildir. Bir taban

{ela €2,€3, .. }
secelim ve
V, = span{ei,...,en}

tanimlayalim. O zaman,
VicVaCVsG -

sonsuz artan zinciri elde edilir. Dolayisiyla, V' Noether degildir.

Benzer gekilde sonlu boyutlu bir vektor uzayinda her azalan alt uzay zinciri de sonlu adimda
durur. Dolayisiyla, sonlu boyutlu bir vektér uzayr hem Artin hem Noetherdir.

Ote yandan sonsuz boyutlu durumda W,, = span{e,, €,11,€nt2, ...} alt uzaylarn igin

Wi2We 2 W32 -

azalan zinciri elde edilir.
Bu nedenle, sonsuz boyutlu vektor uzaylar:1 Artin de degildir.
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Onerme 11.6. Bir R-modiilii M i¢in asaqidakiler denktir:

1. M Noetherdir.
2. M ’nin alt modiillerinden olusan her bos olmayan kiime maksimal bir elemana sahiptir.

3. M ’nin her altmodilii sonlu tiretilmaistir.

Kamt. (1) = (2): S bos olmayan bir alt modiil ailesi olsun. Eger & maksimal elemana sahip
degilse,
N1 G Na G N3 G-

seklinde sonlanmayan bir artan zincir elde edilir. Bu, M’nin Noetherian olmasina aykiridir.
(2) = (3): N < M olsun ve S, N’nin sonlu iiretilmig alt modiillerinin kiimesi olsun. & bog
degildir ¢iinkii 0 € S.
(2)’ye gore S’'nin maksimal bir eleman1 N* vardir. Eger N* # N ise € N \ N* secilir. O
zaman
N*+ Rz

sonlu tretilmigtir ve N*’y1 gergek olarak icerir. Bu, N*'nin maksimal olmasina aykiridir. Dola-
yisiyla N* = N ve N sonlu tiretilmigtir.
(3) = (1):
Ny CNyCNgC---

artan bir zincir olsun ve -
N=JN
i=1
tanimlayalim. N, M nin bir alt modiiliidiir. Varsayim geregi sonlu iiretilmigtir:
N = (z1,...,2,).

Her z; bir N;; iginde yer alr. k = max{iy,...,i,} alalim. O zaman biitiin iiretecler Ny, i¢indedir
ve dolayisiyla
N = Ny.

Bu nedenle
N = Ni41 = Ngyo = -+~

olur. O

Onerme 11.7. Bir R-modili M i¢in asaqidakiler denktir:

1. M Artindir.

2. M ’nin altmodillerinden olusan her bos olmayan kiime minimal bir elemana sahiptir.
Onerme 11.8. N bir R-modiilii M "nin bir alt modiilii olsun. O halde, asagidakiler denktir:

1. M Noetherdir.

2. N ve M/N Noetherdir.

Ayna ifade Noether yerine Artin yazildiginda da gegerlidir.
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Kanat. Once M'nin Noether oldugunu varsayalim.
N’nin her artan altmodiil zinciri

Ny C Ny C -
ayni zamanda M iginde bir artan zincirdir. Dolayisiyla, N Noether olur.
Simdi
Li/N C Ly/N C -
M/N ig¢inde bir artan zincir olsun. Buna kargilik

LiCLyC---

M iginde bir artan zincir elde edilir. M Noetherian oldugundan bu zincir sonlu adimda sabitlenir.
Dolayisiyla boliim zinciri de sonlu adumda sabitlenir ve M /N Noetherian’dir.
Tersine, N ve M /N’nin Noetherian oldugunu varsayalm. M iginde

My € My C---

bir artan zincir alalim.
N ile kesistirerek
MiNNCMNNC---

artan zincirini elde ederiz. N Noetherian oldugundan bir r igin
M, "N=My1NN=--.

olur.
Ote yandan
(My+ N)/N C (Mz+N)/N C -

zinciri M /N iginde artandir. M /N Noetherian oldugundan bir s igin
(MS+N>/N: (MS+I+N)/N:

olur.
k = max{r, s} alahm. O zaman

My YN =M1 NN

ve

(My, + N)/N = (My41 + N)/N.
Modiilerlikten

M1 = My + (Mg41 NN) = My, + (M N N) = M,
elde edilir. ]
Sonug 11.9. Sonlu sayida Noether (Artin) modiiliin direkt toplami da Noetherdir (Artindir).

Ornek 11.10. D bir bsliimlii halka olsun. M, (D) sonlu boyutlu bir D-vektér uzayidir:
dimp (M, (D)) = n?.
Dolayisiyla, 6nceki énermeye gore My, (D) hem Noether hem Artindir.

Artin ve Noether kogullar: birlikte saglandiginda, bir modiiliin altmodiil yapisi oldukga diizenli
hale gelir. Bir sonraki adimda bu diizenliligi 6l¢mek i¢in kompozisyon serileri tanitacagiz.
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Tanim 11.11. Sifirdan farkh bir R-modiil M igin

M=My2 M 22 M,=0

seklinde sonlu bir altmodiil zinciri verilsin. Eger her ¢ = 1,...,n icin M; modili M;_; i¢inde
maksimal bir altmodiil ise, bu zincire M nin bir kompozisyon serisi denir.
Bu durumda boéliim modiilleri

Mi—l/Mi (221,,71)

basit modiillerdir ve bunlara kompozisyon serisinin kompozisyon faktérleri denir.
Serideki n sayisina kompozisyon serisinin uzunlugu denir.

Ornek 11.12.
M =7/127Z

modiiliini Z lizerinde ele alalim.

7127 > 27,127 > AZJ127. > 0

bir kompozisyon serisidir. Gergekten,

(Z/127) ) (2Z./12Z) = 7./2Z.,

(2Z/127,) ] (4Z/127) = 7./ 2Z,
ve
(4Z./127,))0 = Z./3Z
basit modiillerdir.

Onerme 11.13. Sifirdan farkl bir R-modil M bir kompozisyon serisine sahiptir ancak ve ancak
M hem Artin hem de Noetherdir.

Kanit. Once

M=My2M 2---2M,=0
bir kompozisyon serisi olsun. Ispati n {izerinde tiimevarimla yapiyoruz. n = 1 ise M basittir ve
dolayisiyla hem Artinian hem Noetherian’dir. n > 1 ise
MiDMy2D---2DM,=0
M i¢in bir kompozisyon serisidir; tlimevarim varsayimindan M7 Artin ve Noetherdir. Ayrica,
M /M basittir, dolayisiyla Artin ve Noetherdir. Altmodiil ve boliim modiil énermesinden M de
Artin ve Noether olur.
Tersine, M Artin ve Noether olsun. Noether oldugundan M’ nin maksimal bir altmodiilii M;
vardir. Aym gekilde M;’in maksimal bir altmodiili My vardir. Boylece,
M=My2 M 2M;2---
zinciri elde edilir ve her M;, M;_; i¢ginde maksimaldir. M Artin oldugundan bu zincir sonlu
adimda durur:
M=My2M 22 M, =0.

Dolayisiyla, bu bir kompozisyon serisidir. O
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Tanim 11.14.

ve

M=No2Ni 2 2Nu=0

M ’nin iki kompozisyon serisi olsun. Eger m = n ve bir ¢ € S,, permiitasyonu i¢in

M;—1/M; = Nyiy—1/No)
her ¢ = 1,...,n icin saglaniyorsa, bu iki kompozisyon serisine denk denir.

Not 11.15. Denk kompozisyon serilerinin uzunluklar:1 aynidir. Dolayisiyla, Jordan—Holder Te-
oremi’nden, bir modiiliin tiim kompozisyon serilerinin ayni uzunluga sahip oldugu sonucu elde
edilir.

Teorem 11.16 (Jordan-Holder). Bir R-modilinin herhangi iki kompozisyon serisi denktir.
Bagka bir deyigle, bir modiliin kompozisyon serisi, faktérlerinin siralamast disinda tek tirli be-
lirlenir.

Tanmim 11.17. Kompozisyon serisine sahip bir R-modiil M i¢in, kompozisyon serilerinin ortak
uzunluguna M’ nin uvzunlugu denir ve ¢(M) ile gosterilir.

Teorem 11.18 (Hilbert Taban Teoremi). Eger R Noether bir halka ise, R[x] polinom halkas: da
Noetherdir. Daha genel olarak, her n > 1 i¢in R[x1,...,x,] halkast Noetherdir.

Besin Giin Aligtimalar:

1. Eger R sag Artin bir halka ise, R[x] halkasinin sag Artin olmak zorunda midir? Agiklayiniz.

2. Eger R sag Artin bir halka ve I bir ideali ise, R/I boliim halkasimin da sag Artin midir?
Agiklayimniz.

3. Asgagidaki 6nermenin dogru olup olmadigini belirleyiniz:

“Bir halka sag Artindir (sag Noetherdir) ancak ve ancak her sonlu iiretilmis sag modiil
Artindir (Noetherdir).”

Dogru ise ispatlayiniz, yanlhs ise kargi 6rnek veriniz.

4. M bir Noether modiil ve f : M — M bir endomorfizma olsun. f orten ise birebir oldugunu
gosteriniz.

5. M bir Artin modiil ve f : M — M bir endomorfizma olsun. f birebir ise 6rten oldugunu
gosteriniz.
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